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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Обучение искусственных нейронных сетей в со-
ответствии с алгоритмами по распознаванию биометрических образов, описанными  
в ГОСТ Р 52633.5–2011, должно выполняться на малых выборках. Рассматриваются 
выборки, состоящие из 16 и 64 опытов. Материалы и методы. Показано, что для 
выборок в 16 опытов хи-квадрат критерий 1900 г. дает недопустимые вероятности 
ошибок. Классический критерий Джини 1941 г. дает вероятности ошибок на 29 % 
выше хи-квадрат критерия. Результаты и выводы. Использование предложенного 
нового дифференциального варианта критерия Джини позволяет на выборках в 16 
опытов получить результаты примерно в 9 раз лучше, чем у хи-квадрат критерия на 
выборках того же объема. Рассмотрен вариант нейросетевого использования класси-
ческих и вновь созданных на их базе критериев. При этом нейросетевое использова-
ние 9 новых статистических критериев позволяет снизить вероятности ошибок пер-
вого и второго рода до значения 0,031. Если в этой группе заменить наихудший кри-
терий на дифференциальный критерий Джини, то вероятность появления ошибок 
удается снизить до значения 0,027.  
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Abstract. Backgroud. Training of artificial neural networks in accordance with the algo-
rithms for recognizing biometric patterns described in GOST R 52633.5-2011 should be 
performed on small samples. The research considers samples consisting of 16 and 64 exper-
iments. Materials and methods. Shown for samples of 16 experiments, the chi-square test 
of 1900 gives unacceptable error probabilities. The classic 1941 Gini test gives error proba-
bilities 29% higher than the chi-square test. Results and conclusions. The use of the pro-
posed new differential version of the Gini test allows to obtain results in samples of 16 ex-
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periments approximately 9 times better than those of the chi-square test in samples of the 
same size. A variant of neural network use of classical and newly created criteria on their 
basis is considered. At the same time, the neural network use of 9 new statistical criteria 
makes it possible to reduce the probability of errors of the first and second types to a value 
of 0.031. If the worst-case test is replaced with the Gini differential test in this group, the 
probability of errors can be reduced to a value of 0.027. 
Keywords: fast neural network training algorithms, small samples, statistical criteria for 
testing the normality and uniformity hypothesis, binary neurocriteria, artificial neurons, 
improving the accuracy of estimates by eliminating code redundancy 
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Постановка задачи 
К сожалению, большинство статистических вычислений построено на 

использовании выборок реальных данных большого объема. Например, для 
достоверной оценки данных по хи-квадрат критерию [1, 2] желательно иметь 
выборку в 64 и более опытов. Если выборка мала, например имеет только  
16 опытов [3], то доверительная вероятность для хи-квадрат критерия оказы-
вается недопустимо низкой. На рис. 1 представлены результаты имитацион-
ного моделирования хи-квадрат критерия для выборки в 16 опытов. 

 

 
Рис. 1. Распределения плотности вероятности значений  

хи-квадрат критерия на малой выборке в 16 опытов 
 
Из рис. 1 видно, что при пороге принятия решения k = 5,3 вероятности 

ошибок первого и второго рода близки и составляют величину Р1 ≈ Р2 ≈ 
≈ РЕЕ ≈ 0,332. То есть использование одного классического хи-квадрат крите-
рия на малой выборке в 16 опытов обеспечивает недопустимо низкую дове-
рительную вероятность 0,668.  

Программная реализация в левой части рис. 1 ориентирована на моде-
лирование нормально распределенных данных. Для того чтобы эту програм-
му переделать под равномерные данные, необходимо заменить в ней первую 
строку на обращение к другой функции: х←sort(runif(16,0,16)).  
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Положение кардинально меняется, если хи-квадрат критерий Пирсона 
использовать для больших выборок. На рис. 2 представлены отклики хи-
квадрат критерия для большой выборки в 64 опыта.  

 

 
Рис. 2. Хорошее разделение данных с нормальным и равномерным  
распределением при выборке в 64 опыта и пороге сравнения k ≈ 27 

 
Из рис. 2 видно, что на большой выборке в 64 опыта нормальное рас-

пределение данных и равномерное распределение данных хорошо различимы.  
Вероятности появления ошибок первого и второго рода малы и состав-

ляют менее 0,0001. При запуске программы моделирования 10 000 раз (левая 
часть рис. 2) ошибок не обнаружено. 

К сожалению, пользователи негативно относятся к необходимости  
64 раза писать рукописный пароль или произносить свой голосовой пароль. 

Классический критерий Джини 
В прошлом веке усилиями исследователей математической статистики 

было создано более 20 статистических критериев для проверки гипотезы 
нормального и равномерного распределения данных. В том числе в 1941 г. 
был создан критерий Джини [2].   

Аналитическая запись этого критерия сводится к вычислению интегра-
ла модуля разности наблюдаемой функции вероятности и ожидаемой функ-
ции вероятности: 

 *( ) ( ) ,D P x P x dx
∞

−∞

= −   (1) 

где Р(.) – ожидаемая функция вероятности; Р*(.) – наблюдаемая функция ве-
роятности, анализируемой выборки. 

К сожалению, на малых выборках критерий Джини работает хуже хи-
квадрат критерия. На рис. 3 представлены результаты моделирования этого 
критерия на малых выборках в 16 опытов.  

Из данных рис. 3 следует рост вероятности ошибок первого рода кри-
терия Джини до величины Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,428. В сравнении с хи-квадрат 
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критерием рост вероятности ошибок составляет 29 %, что ограничивает при-
менение классического критерия Джини при анализе малых выборок в группе 
с другими классическими статистическими критериями [4, 5]. 

 

 
Рис. 3. Плохая разделимость малых выборок  

классическим критерием Джини при значении порога k ≈ 1,16 

Дифференциальный вариант критерия Джини 

Наряду с классической формой критерия Джини (1) может быть ис-
пользован ее дифференциальный вариант. Этот вариант получается заменой  
в выражении (1) функций вероятности на их производные (на функции плот-
ности вероятности): 

 *( ) ( ) ,dD p x p x dx
∞

−∞

= −   (2) 

где p(.) – ожидаемая функция плотности вероятности; р*(.) – наблюдаемая 
функция плотности вероятности анализируемой выборки. 

Проведенные исследования показали, что переход к статистическому 
анализу плотностей вероятности малых выборок значительно повышает до-
верительную вероятность принимаемых критерием статистических решений. 
На рис. 4 приведены результаты моделирования дифференциального вариан-
та критерия Джини. 

Из рис. 4 следует, что вероятности ошибок первого и второго рода для 
нового критерия снижаются до величины Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,037 при пороге  
k ≈ 3,28. Этот показатель примерно в 9 раз лучше, чем у хи-квадрат критерия 
на выборках того же объема. Показатель снижения вероятностей ошибок для 
дифференциального критерия Джини является одним из самых высоких сре-
ди группы новых статистических критериев, созданных в этом веке [5].  

Нейросетевое объединение классических  
и новых статистических критериев 

Следует обратить особое внимание на то, что каждый из рассмотрен-
ных выше статистических критериев имеет собственную шкалу. Формально 
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можно попытаться решить задачу приведения шкал разных критериев к од-
ной шкале (например, к шкале наиболее часто применяемого хи-квадрат кри-
терия Пирсона).  

 

 
Рис. 4. Хорошая разделимость равномерно и нормально распределенных данных  

малой выборки дифференциальным вариантом критерия Джини 
 
Перевод в единую обобщенную шкалу может быть выполнен таблично 

либо через использование полиномов. В частности, такая практика широко 
используется при измерении температуры термопарами.  

Только в единственной обобщенной шкале возможно повысить точ-
ность оценок через усреднение откликов разных критериев.  

Возможен иной, менее трудоемкий подход, построенный на нейросете-
вом объединении множества разных статистических критериев. В простей-
шем случае достаточно использования бинарных искусственных нейронов  
[6–8], каждый из которых построен на квантовании данных своего статисти-
ческого критерия.  

На рис. 5 представлена нейронная сеть, обобщающая отклики несколь-
ких искусственных нейронов. 

Заключение 
Проведенные исследования показали, что переход к статистическому 

анализу плотностей вероятности малых выборок значительно повышает до-
верительную вероятность принимаемых критерием статистических решений, 
что подтвердилось результатами моделирования дифференциального вариан-
та критерия Джини. 

Использование группы статистических критериев через их нейросете-
вой перевод в единую обобщенную шкалу, когда каждый бинарный нейрон 
построен на квантовании данных своего статистического критерия, позволил 
значительно повысить снижения вероятности ошибок первого и второго рода.   

При этом в связи с ростом кодовой избыточности откликов нейронной 
сети появляется возможность свернуть данные путем обнаружения ошибок  
и их исправления.  

Самым простым алгоритмом в данном случае является «голосование» 
разрядов. По этому алгоритму подсчитывается число состояний «0» и число 
состояний «1» избыточного кода.  
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Рис. 5. Нейросетевое обобщение нескольких статистических критериев,  

позволяющее получать выходной бинарный код с высокой избыточностью 
 
Если число состояний «0» превышает число разрядов с состоянием «1», 

то выходной блок свертывания кодовой избыточности откликается состояни-
ем «0».  

Обычно при организации нейросетевого обобщения с избыточным вы-
ходным кодом используют нечетное число искусственных нейронов. В этом 
случае не возникает неопределенности, когда число состояний «0» и число 
состояний «1» совпадает.  

В случае использования 9 новых статистических критериев, созданных 
в этом веке, удается добиться снижения вероятности ошибок первого и вто-
рого рода до значения 0,031 [4, 9, 10]. Если в этой группе заменить наихуд-
ший критерий на рассмотренный в данной статье критерий dD, то вероят-
ность появления ошибок удается снизить до значения 0,027.  
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